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INTRODUCCION 
La medida de no-compacidad (2¿ fue considerada primeramen-
te por Kuratowski quién denostró algunas de sus interesantes 
propiedades. A partir de éste momento las propiedades de ésta 
medida fueron estudiados por muchos matemáticos (Darbo, Ambro-
setti, Danes, Furi, Nussbaum, Vignoli, v otros). 
Kuratowski también introdujo la noción de operadores d.- 
k-lipschitz. Y desde entonces varios matemáticos entre ellos 
Darbo y Sadovski han demostrado, haciendo uso de la medida de 
no-compacidad el importantes teoremas sobre operadores con 
punto fijo. 
En ésta tésis que consta de 4 capítulos, se exponen las 
propiedades más interesantes de la medida de no-compacidad q, 
se definen algunos operadores y se estudian algunos resultados 
interesantes de operadores con punto fijo usando la técnica de 
Esta medida. 
En el primer capítulo, naturalmente, se define la medida 
de no-compacidad d , y se estudian las propiedades más impor-
tantes de ésta medida. Algunas de las demostraciones de éstas 
propiedades fueron modificados, otras como las propiedades 1.11, 
1.12 y 1.13 fueron introducidas con posterioridad como resul-
tado de la necesidad de su 'usoen otros capítulos. 
En el capítulo segundo se definen los operadores compactos, 
-k-lipschitz, condensados, demicompactos y se introduce un 
nuevo tipo de operadores el cual estamos investigando los ope-
radores hn-demicompactos. Se presentan además algunas 
II 
propiedades de éstos operadores. Las propiedades 2.10 , 2.11 
fueron introducidos por nosotros. Como resultado de la inves-
tigación propia y asesorados por los profesores de la tésis, 
hemos introducido la propiedad 2.14 que resultó de gran utili-
dad en el capítulo 3 para encontrar operadores demicompactos 
que no sean 7)n-demicompactos. 
La clasificación de éstos operadores se presenta en el 
tercer capítulo. Las proposiciones 3.1 , 3.2 y 3.4 así como 
el lema 3.3 también son el resultado de esta investigación. 
En el último capítulo que consta de tres partes, se es-
tudian los operadores con punto fijo. En la primera parte se 
estudian los operadores con punto fijo definidos sobre un es-
pacio de Banach. Se presentan los teoremas de punto fijo, des-
de los más elementales como los teoremas de punto fijo para 
operadores contractivos, y haciendo uso del teorema de Brouwer, 
se demuestra que toda función continua de un conjunto cerrado 
acotado y convexo posee punto fijo (proposición 4.1.6). En el 
teorema 4.1.7 se establece que todo operador d-a-lipschitz 
con O <a c 1 definido en un sub-conjunto acotado convexo y 
cerrado, con valores en el mismo conjunto, posee punto fijo, 
constituyendo asi la primera aplicación de la medida de no-
compacidad al problema de plinto fijo. El teorema de punto fi-
jo de Schauder queda entonces como un corolario del teorema 
anterior. Seguidamente se estudian otras aplicasiones de la 
medida de no-compacidad al problema de punto fijo tales como 
el teorema de punto fijo de Sadovski. 
III 
En la segunda parte del capitulo se ven los operadores 
con punto fijo definidos sobre un cono. Se introducen los 
operadores cl-lipschitz y los operadores casiacotados. La 
demostración del corolario 4.2.5 fué realizado por nosotros 
como una aplicación del teorema 4.2.4. 
Se introduce el concepto de operador asintótico a un ope-
rador lineal acotado dado, se establecen seguidamente una pro-
posición y dos lemas, previos para la demostración del teorema 
4.2.12. El corolario 4.2.13 es introducido por nosotros. 
En la última sección del capitulo cuarto se estudian un 
caso especial de operadores; bajo qué condiciones el operador H 
definido por H(x) = G(x, Q(x)) dondeQ:r---.Y, res un 
sub-conjunto cerrado acotado y convexo de un espacio de Banach, 
Y espacio de Banach,yG: rxQ(r) "-Pf' , es 1-k-
lipschitz. Para responder a ésta interrogante tenemos el le-
ma 4.3.1 cuya demostración modificamos totalmente. También 
presentamos el teorema 4.3.5 cuya demostración modificamos. 
CAPITULO No. 1 
MED,IDA DE NO-COMPACIDAD Y SUS PROPIEDADES 
A continuación definiremos la medida de no-compacidad 
para conjuntos acotados: 
Sea (M,d) un espacio métrico completo, X un sub-conjunto 
acotado de M. Denotemos por: 
c((x)= inft En:, /X admite un cubrimiento finito por conjuntos 
de diámetros 
Si c.74- es el conjunto de las partes acotadas de M enton- 
ces: 
: cs4 
Obsérvese que para todo XE" a(x) está bién definida pues 
X al menos admite un cubrimiento finito, a saber, X mismo de 
diámetro finito. O sea: 
O 	< cl(X) < diam X, 	para todo X c91- 
Es necesario señalar también que <X no es una medida 
en el sentido usual, pues no se cumple que: 
04() /In ] 
nsi 
para una familia (An)n 1 de conjuntos de c54 disjuntos dos 
a dos. 
La medida de no-compacidad OC tiene las siguientes 
propiedades: 
Proposición 1.1 
Si X, Y e d* son tales X C Y entonces 
ot(X) 	MY) 
Demostración, 
Dado 	Z, > O, existen Y1  , Y2 	 Yn con 
diam 	y.1  < W(Y) + I. 	para todo i, 1 5i <n ytales que n n 
Y C U Yi  , pero entonces X c l_J y . 1 de donde 
i=1 	 i=1 
ci(X) < 0(Y) 
Obsérvese que deacuerdo a la definición de st para un 
conjunto acotado X y para 1 > O se puede suponer la existen- 
cia de conjuntos Yl  , Y2 	Yn con diam Yi < c:((X) + 
para 1 <S.< n , tal que X = 	J . Y- 1 	En efecto basta observar i=1 
que para cualquier cubrimiento (Xi) i - 1 	n finito de X 
es decir: 
i=1 
se tiene que X = L.1) (Xi 	X) , y además: diam (Xi 	X) c 
i=1 
diem Xi  pues Xi  r-1 XC X.  
Proposición 1.2 
Si (An)n2 1 es una familia decreciente de conjuntos 
cerrados acotados y no vacíos tales que: 
co 
OL(An) = O, entonces A = nA es no vacío y compacto. n Lím n 
-3 
Demostración. 
Sea dn = 0( (An) y sea ((n)nr 1 una sucesión de números 
positivos tales que Lin, en 	. 
Por definición de la medida a tenemos aue para todo 
n 2 1, existen sy, s2 	 S' 	con diam SI? D 
'In) 
1 1 	j < E(n) y tal que An  = 1
J,J1 
D=J 
Afirmamos que para algún j, 	1 	j < k(1), 	EY-1% 
para todo n > 1. 
De lo contrario para todo j, 1 gj < k(1), 	An=0 
para todo n 1 y entonces: 
k(1) 
An = Al 	An = ( 	S;),() An  = Li J=I 	 J=1 
imposible por hipótesis. 
() An = g lo cual es 
Denotemos TI  un conjunto Si  tal que Si()An O para 
todo n. 
Procediendo por inducción supongamos que hemos encontra-
do los conjuntos TI , T2 ,... Tm tal que Ti = Si para algún 
1 <j 1 k(i) con la propiedad de que: 
( (11) T1)flAg para todo n 1 
Encontremos 
y tal que: 
ahora T 1 
 = 5m+1 . 	para algún 1 <j gk m+ (m+1) 
(nT i)nT ra n An 0 para todo n> 1. 
Si para todo j, 1 5 j < k(m+1) 
( n T iv\sri n An = O para algún n (procediendo por 
1=1' 
absurdo). 
Entonces: (fIT.)nA =(qTi)nAm±i n An , n 2 m+1 
ya que por el carácter decreciente de los An se tiene que 
para n > m+1, Am+1 






k(m+191., T i) n sr1  C\ 
41j 1_1 
	
= 0 	para n suficientemente grande 
lo cual es imposible por hipotesis de inducción. 
Luego para algún j, 15j < k(m+1) 
(A T Meri 	An f (7 para todo n. 
i=1 
Se define entonces Tm+1 = ST+1  3 	• 
n 
Para todo n2 1, 	(-1 T. S (7 pues de lo contrario 
J=1  7 
TI.\ Ti  () An = a , para todo n 2 1 lo cual no es posible. 
j=1 
También como para todo j 2,1 , 	Ti  C Ai 	entonces: 
(1-1=‘  Ti c. kl A '„ 	= An 
n j=1 	j=1 
O sea(-)T.cAn . j=1 3 
m 
Sea 	xn E 11\ T. 	, como diam ( ('\ T. ) < d am Tm<  d m  + gm _ j=1 3 j=1 7 - 
An  
An  
tenemos que para j, k>m 
d(x- •x)Ed + em ,g 1  k- m 	pues ?:\TiC 	Am  
j=1 	j=1 
O sea 	(xn) n > 1 es una suc. de Cauchy, luego existe 
x tal que xn 	 X 
00 
Ahora xG A , 	An  
n=1 
En efecto x j E Am para j y m pues 
x- 
	
	/3 Ti  C A. C Am 	si j 	m 
=1 
Luego siendo Am cerrado, tenemos x Am 
Es decir x E Am para todo m 2 1 
o sea x E A 	= n An 	y entonces A oc, n i' 
Para ver la compacidad de A D:) , se procede asi: 
Sea (Xn) > 1 cualquier sucesión en 2.00 . 
Tenemos que: 
k(i) 	. 
como A . 	) SI 	para todo i i  
j=1 
entonces, existe un 1, 1 lj sk(1) e infinitos indices n tales 
que xn 	Si  . 
Denotemos por xni  el primero de dichos puntos de la suce-
sión que pertenecen a S1 
. El mismo razonamiento se aplica 
para i 2 2 quedando así definida la subsucesión (xn ) 
P P 2 1  
Esta sub-sucesión se prueba, sin dificultad que es de Cauchy, 
/  completando así la demostración. 
Proposición 1,3 
Para todo x€ &Ir, 	OL(Vr (X)) 5 06(X) + 2r 
donde Vr (X) ={x 	M/ d(x,X) < r 
Demostración. 
Para 1 >O, existen X1  , X2 	Xn con diam Xi < ol(x) 
+ E 	para 1si5nytal que xCUx. 
1=1 1  
Como 	Vr(X) 	c 	CJ Vr (Xi) y diam vr (xi) 	< 
i=1 
diam Xi  + 2r < cc (X) + 5 + 2r para 1 	sn 
ot (Vr (X)) < DUX) + 	+ 2r 
Ellt>cC (Vr (X)) < OC(X) + 2r 
Proposición 1.4 
Para todo X E. EA= , 	CC (X) = 	(7) 
Demostración. 
Como X c R entonces cwo < ddrn 
Ahora R. c Vr (X) para todo r > O 
luego o( JR) < 06(Vr (X)) 	30((X) + 2r 	para todo r> O 
entonces 	0( (R) 5 	CC (x) 
o sea 	CC (X) 	- 	(}7) 
Proposición 1.5 
Para todo X E 	, a(X) = O .(3—t, 	X es compacto. 
Demostración. 
Supongamos que ol(X) = O 
Por 1.4 tenemos que d. Cfg = 0. 
Sea entonces la sucesión de conjuntos (An) n 1 definida por: 
An = X para todo n. 
Se verifica entonces que Lim ck (An) = O 
Por 1.2 	se tiene que 1_ =fl A. es no vacío y compacto. 
i=1 
Recíprocamente s 	es compacto. Para todo g >0 
xcRC L_J 13 ( x , 1./2) 
x 1. 
Siendo 	compacto, existen x1, /1-2 	 xn tales que: 
x c RC C1113 (x., ¿/2) y diam 13 (x , >/2) = 5 , 1 < 5 n 
1=1 1  
entonces 	a(x) < 	(1) = O por la arbitrariedad de t 
luego 	a (X) = O 
Proposición 1.6 
Para todo X, Y E C54- , 	( X UY) = max 	CX(X) , 	(Y) } 
Demostración. 
X C X U Y L >.  a(X) < U. (X UY) 
Y C XU Y c_:7 	CUY) < 01.(X UY) 
Luego 	oL (X U Y) > max 	 a(Y)) 
Por otro lado: 
Para 	> 0, existen (x1) i=1 	n 	X C Ux• 
i=i 
-7 
diam Xi  < DUX) + 	, 1 •S 	< n 
y también existen (Y1) i=1  
 
 	Y c Lj Yi  y 
i=1 
 
d 	aiam Y • < 	(Y) + 	1<ilm 
n+m 
luego existen ( Z i) i-1 	n+m 	tal que XLIYCLj 2 
ie1 
donde Zi  = X 	para 1 III n y Zi  = Yi  para n+1 	< n+m y 
diam 2i < max ( (x), wy)) + 
entonces 	CL (X LI Y) < max 	DC(X) , 	(y) } 
luego 	ot (X U Y) = max e(X) , 	 C7 
Proposición 1.7 
Para todo X, Y E 	cux n Y) s ruin 	a(x), 
Demostración, 
Xn Y C X 	c 	cX(X n Y) 	&(x) 
X (-1 Y C Y 	 a(x n Y) < a(y) 
Luego 	a(x n Y) < mm n ( [X (X) , a(Yq 	o 
Si nuestro conjunto de referencia es un espacio de 
Banach 	( M Mil ) , entonces e1.. tiene algunas propiedades 
adicionales relacionadas cdn la estructura lineal. 
Veamos: 
Proposición 1.8 
Para todo X, Y e (4- , 	C(.(X+Y) 	01.(X) + 	(Y) 
Demostración. 
	
Para 	g/2 ) O, existen X1, X2 ..... Xn tales que 
XCUX 	can .diam X ,c (X(X) + X/2 para 1 < i< n, también 
i=1 
existen 	Yl' Y 2 	Ym 	tales que Y 	C 	 i=1 
Y- 
con diam 	< CC(Y) 	+ t/2 	para 1 < ±< m. 
rn 
luego 	X + Y 	C 	) J (Xi  + Y = j(Xi + Y 7 ) 1=1 j=1 i=1 j=1 
como se verifica facilmente. 
Ahora para todo i, 	j 	1 < ±< n, 	1 <j cm ; 
diam 	(X j. + Y1) 	diam Xi + diam Y3 
En efecto si s = x + y 	, 	s'= x'+ y' 	E 
x, 	x' 	6 X i 	; 	y, 	y' 	e 	Y- tenemos: 
X j. 	+ Y 3 	donde 
7 
re - 	H < 	x - x' 	+ 	Y - Y'H 	diam X 	+ diam Y. 
es decir diam 	(Xi  + Y3 ) 	< diam X 	+ diam Y. 
Luego diam 	(Xi + Y1) 	< 	cl.(X) 	+ 	g/2 ol.(Y) + 	e/2 
oseadiam(x-+.)< DUX) 	+ 	CUY) 	+ Y3   para todo i, 
9 
entonces 	CUX + Y) < X(x) + Ck(Y) + 
es decir 	a(X + Y) 	(((X) + 	el(Y) 
Proposici6n 1.9 
Para X 	1,91- 	y TE rx , 	ol ( x ) = 	2\ 	og. ( x ) 
Demostraci6n. 
Para 	/ >0, existen X1, 	 Xn tales aue 
X C con diam X- < «X) + I 1 cin 
i=1 
luego 	7X C 	 Y 
	diam ( A X.) = ¡TI diam X 
i=1 
para todo i. 	Entonces: 
<iam ( TX) 	(i(x) + 	) = 	icx(x) + 
¡Al E ,1<icn 
es decir 	Ck( A x) < ITIC«X) + ITIZ 	para todo E >0. 
luego 	c(( T x) 	XI 04(X) 	para todo 	Á 	IR 
En particular para A s O tenemos que: 
oL(X) = 01. ( T=1( T X) j 	1 7\-1  le« A X) 
entonces 	Álo«X) 	•a( T X) 
luego 	fi( A X) = 1 X 1 0((X) 	para 	X s 0 
Si 	X= O la igualdad se verifica trivialmente. 
T X) 
Proposición 1.10 
Para todo X L(Conv  X) 	c*(X) 0  
donde Conv X denota la clausura convexa de X, es decir, el 
menor convexo cerrado Que contiene a X. 
Demostración, 
Si C(X) denota la Cánsula convexa de X a sea el menor 
convexo que contiene a X. Entonces por la proposición 1.4 
será suficiente mostrar que 	(CX) = 	X) 
Mostremos primeramente oue diem C(X) = diem X para 
X e 64-. 	Sean x, y e C(X) entonces existen kil,  1 <i< n n  
en R con > 	di 	1 y di  > 0 para todo i , y existe 
i-1 
n  
x i_ /i - 1, 	 11. c. X tal que x = > 	 dixi 
m  
análogamente existen 	-1=1 ,,,,, m en 112. con > 	pi  = 1 
i=1 ' 
Y 	> - O 	para todo i. 
También existen 1 Yi i-1 	m en Y tal que 
M  
1 
Y = 	) i=  13iYi • 	
Luego 
x 	y 	- 	> 	(X 	y) 	< > 	C)j_ 	- 
i=1 
= ) 	o¿i 	) 	N (x1  - 	)! ii  11 xi 	Yill 1=1 j=1 2,1 
Entonces tenemos que: 
Hxi  - yill 
diam X = diam X 
luego diam C(X) < diam X 
Ahora X C C(X) entonces diam X < diam C(X) 
luego diam X - diam C(X) 
Por otra parte para 	'E > O , existen X1 	Xn tal que 
X= 	X 	con diam Xi 	< d(X) + 	para 1 5. i n 
i=
Denotemospor para 1 S.j ,5_n y consideremos 
el conjunto: 
B =   T.ti  / t 	T. 	A. ) O  
j=1 	j 	J i=1 
Entonces 3 --- 
	
( 	 Z-T. ) donde A = ( Al,..., 	Y 
Ac 	j=1- 
 
= 	 iA) E 
Afirmamos que 	C(X) = B 
EnefectocomoX.CC(X) para todo i entonces 
1 1.=C(Xj)C C(X) 
- 13 - 
Si y e 13 se tiene que existe 7'=  ( Ál 	 n) e A 
tal que 	Y' 	 )\it- COn t. é T. 7 j=1 ' ' 
comot.cT. C C(X) entonces y e C(X) 
Demostremos, ahora, que toda combinación convexa de 
elementos de X está en B 
Sea y E C(X) luego y = 	 )k.x- donde xi  e X para todo 
ie1 
i, con = 1. 	Es claro que podemos considerar que 
para todo i ya que si X. = O para algún j, en 
la suma no aporta nada. 
DesignamosconJ.los siguientes conjuntos definidos 
inductivamente como sigue: 
{ 
	
1,2,...,m / xj T11 
Supóngase que se ha definido J1  , 1 <i<n , entonces: 
Ji+1 = 	j 	(1,2 	m} / x. 	x j E Ti+1  4 	7 k=1 
Naturalmente algunos Ji  pueden ser vacios. eordenemos 
i=1 
Si Jk y g pongamos I‘k = 	 
ilJk 3 
Si Jk = O . Para Jk y 0 resulta: 
) ' Á ix  = 1 k )  
il jk 	 j 1Jk 
como > 	
 Z. 
J -7,- = 1 y x j E Tk 	para todo j EJk 
j ejk 1‘ 
Se tiene 	> 	
Aj 
E Tk' 	Luego: j E J, ti, 
"A • 
y = 	 71.X- = k 	( 	 1=1 k=1 	E jk 
   




 Ck  = >1=1 
7k = 1 
entonces 	y e B 
Luego 	C(X) 	B 
También tenemos que A es compacto. 
En efecto consideremos la aplicación 4.):1R 	 n 
donde IR= 	?11,••• /I n) EIR / A 
	O 	, definida por: 
= >  x, 
i=1 n 
donde 	 ) E IR  
Esta aplicación es continua. 
Esto asegura que: A = 	 es cerrado. 
7 Y 	= o 
Además L\ es un conjunto acotado pués: 
	 c TV [o,iJ  
i=1 
Y para x, y E 	n D,±1 	se tiene: 
i=1 
¡Ix - y 11 = 	lxi  - yiE < n o sea diam 	< n 
i=1 
Luego 	es un compacto de Rn  
Sea ahora M = sup UtU /teUT. ) 
j=1 
Como t es compaCto, podemos seleccionar N vectores 
(A11' A  l 	 Ab , 1 5 j< N 	en .L\ tal que 
todo punto en b. se puede aproximar en X a algún 
Para j , 1 j <N 	Séa Si  =   Ai  ti  / ti  E Ti") 
i=1 
N 
Afirmamos que 	B C 	j Vp (Bi) 
j=1  
fl 
En efecto si x = 	 A. t. es un punto de B. 
i=1 
Sea 	X 	tal que 	 2' • • • 'Á n) 	< 
	E 
o sea 	 2,7 1 < 	 usando la norma 
i=1 
Vi II = 
1=1 
de CR n.  
Sea x e B 	formado con los escalares 	XL 	y los mismos 
elementos t. que intervienen en x. 
O sea 2? t 	B 	Entonces: 
i=1 i 1  
x - x 	=   ( 	- .N1.) 	i 	) 	E X 3±1 11 	< 
i=1 1-1 
e es decir 	x - 	< t . 	= 	entonces x 	\'g (Bi)  
Luego d\(B) < v E 	 i)(E 	max 	+ 2 k } 





A T- tenemos que 
i=1 
Ti) = 	 Ol(Ti) 0L( Al  
i=1 




ya que Ti  = C(X1) 
luego CUBJ ) )  
i=1 A 
( c)(x) + 	)= a(x) + 	para 
todo j. 	 Entonces 
0((B) < max 	c31(131) + 2 & } < max 	D((X) + 3 
1<jcN 	 1 < j N 
entonces 	QUE) ( 	( X) + 3 / 
O sea 	c( (S) 	< 	(X) 
En el otro sentido es trivial pues 	13 9 X. 
Proposición 1.11 
	
Para todo X E 	, 	d. ( 	 Ax) = h C.3k. (X) 
0 	h 
Demostración. 




luego 	h CC( X) 	< 	OIL [ 	i?(X 
0.S 5,h 
Por otro lado para todo A 
	
O < A < h 	sea x E AX 
entonces existe 	a c X tal aue x = Z a. Consideremos 
Como C (X U O}1 	) es convexo y contiene el O 
A entonces 	--a = — a + (1 - —) O E C (X U (0}) 
luego 	Za E hC (X U (0)) 
Es decir para todo Z , O 3 ?l< h, 	AX C h C (X U (0) ) 
luego 	UZX C h C(X U [0}) 
0 3 	<h 
- 18 - 
entonces 01 
	
ba) < 	HE(X 	. 1D ).\ 
; 
Y 	\--17LX 	< 	te X U°))) 	= h C;( (X) 
Oe .ch 
luego HAX h (X) 
0-LeaSh 
Proposición 1.12 
Para todomEM ycadaXE c9r tenemos que 
(x + m) = oUx) 
Demostración . 
En efecto para (X1, X2 .....xj 	cubrimiento de X 
con diam X- < 1X(X) + 	1 <i 	y cualquier t 	O. 
Tenemos que 	IX1 + m,...,Xn 	es un cubrimiento 
finito de X + m con diam (Xi  + m) = diam Xi < d(X) + 
para todo i. 	Luego: 
01.(x + 	(x) 
Siendo esto válido para cualguiermEM ycualquier 
conjunto X acotado, tenemos: 
0( (x) 	(x + m + (-m) ) 	c(_(x + m) 
Luego 	cl¿fX + m) = 	(x). 
Proposición 1.13 
Si X, Y E C54- y X es relativamente compacto. 
Entonces: 	OC(Y) = 	OC. (X + Y). 
Demostración. 
Para todoxEX tenemos x+YCX+ Y 
Luego 	()(Y) = 'D?,(x + Y) < CC(X + Y) < DUX) + d(Y) =CUY) 
entonces 	oGy) = DC_ (X + Y). 
Todas las propiedades arriba mencionadas no nos ayudan 
mucho para evaluar C(X) para un conjunto dado. General-
mente hallar el valor real de CC(X) es dificil. 
Como ilustración presentamos el siguiente ejemplo. 
Ejemplo: 	En un espacio Banach de dimensión infinita 
si B = (x / Hx¡J 5. 1) 	Y 5= x / flxJf = 
Entonces 	OUB) = CC (S) = 2. 
En efecto como conv S = B entonces por la propiedad 1.10 
teneres que 	(B) =  
Además coro diem S - 2 teneres que 	Ol.(2) < 2 
Si suponemos que 	0C(S) < 2 , entonces tenemos que 
para 	O podemos escribir S = 	T. donde 
j=1  
diam Tj 4 WS) + 	pacra 1 j < n. 
I3's decir (liar T. < 2 	1 	<n 
Podernos asumir que Ti,1 <j < n es cerrado. 
Consideremos ahora un sub-espacie F de dimensión n, 
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Entonces: 
11 
SnE = 	 (T,nF) 
J=1 
Por el teorema de Lusternik - Schnirelmar - Borsut si 
la esfera unitaria (con respecto a cualquier norma) en un es-
pacio vectorial n dimensional es cubierto por n conjuntos 
cerrados entonces al menos uno de éstos conjuntos contiene 
un par de puntos antipodales de la esfera unitaria. 
Para nuestro caso significa entonces que existe un Tj  
1 	j s n tal que Tj 	F contiene un par de puntos antipodales. 
Luego tenemos: 
2<diamT.r1F < diamT.  7 
lo cual es contradictorio pues diam Tj < 2 7 i ti 4n. ED 
Otra medida de no - compacidad, es la llamada medida-
bola, que se define por la fórmula: 
X(X) - inf 	E> 0/x puede cubrirse con un número finito de 
bolas de radio  
Nótese que no hemos asumido que los centros de éstas 
bolas que cubren a X pertenecen a X. De allí que podamos 
también definir la medida bola por 
(X) = inf 	1 7 0/X tiene una E - red finita 1 
Esta medida de no-compacidad tiene todas las propieda- 
des mencionadas para la medida cc. 
CAPITULO No. 2 
ALGUNOS OPERADORES ESPECIALES 
A continuación definimos algunos operadores especiales 
v estudiamos ciertas propiedades de ellos que utilizaremos 
en el resto de éste trabajo. 
Definición 2.1. 
Sean (X,d), (7,d) dos espacios métricos. Una aplica- 
ción contínua f : X 	Y es una aplicación compacta, si 
para todo A C X se tiene que f(A) es compacto. 
Definición 2.2 
Sean (X,d) , (Y,d') dos espacios métricos. Denotando 
con el mismo símbolo 	, la medida de no-compacidad en ambos 
espacios, diremos  que: 
Una funcián f : X 	Y 	es 	ci- k - Lipschitz 
si 	(i ) 	f es continua 
(ii) 	existe k > 0 tal quedff(I`Jj 	k 1(A)  
para todo subconjunto acotado A de X. 
Claramente una función 	k - Lipschitz es acotada. 
En las siguientes proposiciones veremos las propiedades 
más importantes de éstos operadores. Para tal efecto,en lo 
que sigue, a menos que se indique lo contrario, X, Y y Z son 
espacios métricos con metricas dx , dv Y dx respectivamente. 
E un espacio vectorial normado. 
Entonces: 
Si 	f : X 
g X 
E es d- kl  - Lipschitz 	Y 
E es 	k2 - Lipschitz 
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Proposición 2.3 
Si f: X —e Y es a- kl - Lipschitz Y 
g: Y 	Z 	es 	k2 	Lipschitz 
Entonces 	gof: X 	Z 	es d- 1(11( 2 - Lipschitz 
Demostración 
En efecto gof es continua por serlo f Y g. 
Para todo conjunto acotado A tenemos: 
011(g o f) (A)3 	= 	[g(f (A) )] c k2 DL[f(AJ 	k2k2 cl (A) 
luego el [(g o f) (A)] < k2k1  &(A) 	Lj3 
Proposición 2.4 
Entonces: f + g : X 	E es 	(k1  + k2) - Lipschitz 
Demostración 
Para A C X acotado, tenemos: 
Ck[(f + g)(A)] < d. [f (A) + g(A).] c 8,f(7‘)] + 	ot. b(A)] 
ct (A) + k2 cl (A) 
(k1  + k2) d. (A) . 
Proposición 2.5 
Sea f : X 	oY un operador k - contractivo es decir: 
Para todo x, y e X 	d (f(x) , f(y)) 	kdx (x,y). Y 
Entonces 	f es (21.- k - Lipschitz 
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Demostración 
En efecto, f es contínua más aún es uniformemente 
continua. 
Sea 	A C X, acotado. 
Dado 	1 > O, existe íA1 iel 	 
tal que 	A C 	JA1  y diam Aí < e( (A) + 	, 1 si n. 
lel 
Entonces 	f(A) C f( ).2 Ai) = 	f(Ak) 
lel 	lel 
Además para todo x, y E Aí 	1 si cn 	tenemos: 
dy (f(x) 	f(y)l 	k dx (x 	Y) 
luego 	sup dy (f(x) 	f(y)) C k sup dx (x , y) 
x,y cAi 	 x,y e Ai  
Por tanto diam f(A) < k diam Pi  < k( 	+ 	) 
Asi diam f(A) < k d(A) + k 	1 si <n 
es decir 	cl(F(A)) < k ol(A). 	 L7 
Proposición 2.6 
Si f : X--eY eg una aplicación compacta 
entonces f es 	d.- O - Lipschiciana 
Demostración 
En efecto para A C X acotado, tenemos: 
c(.[f (A)] 	= 	D5 [ (A)] 	= 	-d (A) . 
Por ser 	-f (A) compacto. 
Proposición 2.7 
Supongamos que f : X ---÷ E es k - contractivo y que 
g : X 	E es un operador compacto. 
Entonces f + g : X 	E 	es d.- k - Lipschiciana. 
Demostración. 
En efecto, como f es k - contractiva entonces 
f es 	k - Lipschitz. 
Y luego para A C X acotado tenemos: 
(91( f + 9) (A)] 	&[f (A) + g (A)] 	c ndf (A)1 	[g (A)] 
pero siendo g(A) relativamente compacto 
resulta 	[g (A)] 	= 	of. 	(A)] 	.= o. 
Entonces 	ck[(f + g) (A)] 	5 $f (A 	k OL(A) 
Además siendo f continua y g continua también f + g es 
continua. 	 La 
Finalmente diremos que la función f : X 	 Y 	es 
estrictamente 	U. - Lipschic lana si es 05 - k- Lipschitz con 
k <1. 
Definición 2.8 
Sean X , Y dos espacios métricos. Una función 
f : X 	Y es condensada si: 
i ) f es continua 
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ji) 	Para todo A C X acotado con 	0(. (A) > O se tiene: 
el[f (A)] 	< 01(A) 
En primer lugar se observa que toda función estrictamen-
te ez- Lipschiciana es condensada. 
Ejemplo 
Si D es un sub-conjunto de un espacio X de Banach y 
T : D 	X un operador condensado, entonces KT es conden- 
sado para K E [-1,1] . 
En efecto si A C D es tal que 	el(A1 > O 
entonces 	01[KT(A)1 	= IKI C1[T(A)] S 011 (A)] 	< GUA) 
Proposición 2.9 
Sea D C E. 	Y consideremos los operadores Ti.D ----> E 
y 	T2'D 	i E 	condensados. Entonces para todo TE Up 
el operador T definido por: 
T = 'T.T1 + (1 - 	).T2 
es condensado. 
Demostración- 
En efecto para A. C n acotado tal que 	d(A) > O, 
se tiene: 
el[T(A)] 	= 	7\T1 + (1 - 	) T2)(A)] 
A e( [Ti  (A)] 	+ (1- A ) 	el' 2 (A)] 
< 	ck(A) + (1 - 71) d..(A) = CL(A) 
Luego T es condensado. 
La proposición anterior nos indica que el conjunto 
C= ff : D ---P-E/fes condensado } es un conjunto 
convexo. 
A continuación presentamos la siguiente proposición: 
Proposición 2.10 
Sea X un espacio Banach y D C X. 
Y sea 	Ifl 	f 2 , 	 fn 	un conjunto de funciones, donde 
D 	D son 	d- ki  - Lipschicianas con ki  < 1 
para todo i. 	i) Si g : D 	r X es condensado entonces 
la función: 
	
h =f o f 2 0 	ofn o g 
es condensada. 
fi) Si además g : D 	X, condensada, es 
tal que para todo CCD,Crelativamente compacto, 
g ( C) es relativamente compacto, entonces la función: 
k = g 0 fl  0 f2 o... o f n  
es condensada. 
Demostración, 
i ) Sea ACD,A acotado tal que 	01.(A) > 0, 
entonces: 
cl[h (A)] = 	(f 2 ( ...fn (g (A) ) 	 [S ki 	[g (A)] 
i=1 
como k. < 1 	entonces 1 - 77k. < 1 1=1 - Luego: 
dlh(A)] 	Ok[g(A)] < d(A) 
o sea 	h es condensada. 
fi) Sea A C D, A acotado tál que 	d(A) > O. 
° fn (A)] 5 O 	entonces: ° f 2 ° • • •  
oqk (A)] < 01 f 	f 2 ... 0 fn (Mi 	< -77k1 	d. (A) < 	(A) 
cc> C(A)] < d(A). 
Por otro lado si 	0i[fl  0 f 2 0 	Ofn (A)] = O 
entonces 	o[k(A)] = O 	pues g lleva relativamente 
compactos en relativamente compacto. 
Luego 	01.[k (A)] 	< d.(A) 
y k es condensada en cualquier caso. 	E7 
También se da la siguiente proposición: 
Proposición 2.11 
Bajo el mismo contexto de la proposición anterior, si 
f 	 es condensaday g:D---o.k es una función 
condensada que lleva conjuntos relativamente compactos en 
relativamente compactos. 
Entonces la función: go f 	es condensada. 
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Demostración. 
Sea A C D acotado tal que 	d (A) > O. 
Si 	O( (f 	> O entonces 	dIg o f (A)] < 	(A).] < cl(A) 
pués g es condensada. 
Si 	oilf(A)] 	= O se tiene 	o![g. of (A)] = 0 	< 01(A) 
pus g lleva relativamente compactos en relativamente compac-
tos. 
Luego g o f es condensada. 
Tenemos también otros operadores importantes cuyas 
definiciones damos a continuación: 
Definición 2.12 
Si X es un espacio real de Banach y D C X. Un opera-
dorT:D-4>Xno necesariamente lineal se llama demi-
compacto si toda sucesión acotada (xn) n > 1 en D tal que 
(Txn 	xn) n2 1 es convergente posee sub-sucesión convergen- 
te. 
La siguiente def n clan identifica un nuevo tipo de ope-
radores. 
Definición 2.13 
Sea X es un espacio real de Banach. 	Un operador 
T : X 	X no necesanamente lineal se llama 
- demicompacto si para toda sucesión ( h n) n> 1 de 
números reales tal que 	 E[-1, 1] y para toda 
sucesión acotada (xn) n , 1  en X , con la propiedad de que 
xn + 7\11 Txn 	 entonces (xn) n 	admite 
sub-sucesión convergente. 
A continuación presentamos la siguiente proposición: 
Proposición 2.14 
Sea X un espacio Banach Y  sea D 	 , _ z r 	f
	
_ _	. _ n •—c- X 
un operador d_- 1 - Lipschitz 	Y 	lAl< 	1  
1 + 1KI 
entonces 	AS es demicompacto donde S = 1 - Kf 
Demostración. 
Sea (xn) n> 1 una sucesión acotada en D tal que 
AS(xn) 	Y 
entonces xn = yn + AS(xn) luego xn = yn + A(I - Kf)(xn) 
Por comodidad denotemos lx nin 1 -\ = 	X1111 
luego 	xn •  C 	Yn \ 	NI - Kf ) (xn)} 
Y también 	IXn 3 c 11'n 	+ 	1x 	+ 	XK f (x n  
entonces 	x n 	d1/4 	\-\ + IXIctbd + 	7J< I 01_ 	f xn)fi 
luego lotlxn 	+ 	K • (i)gi f(xn)i\ 	, pus 
=0 
y se tiene que: 	(1 - 1) ) • d_ Xn\-1  
S al< • oL.  Vxn  
por ser f d.- 1 - Lipschitz 
entonces 	(1- i 7-1 - 12W 	)- Cqfxn}.1 ° 
Pero por hipótesis tenemos que: 1 W1 < 	1 	y por tanto 
1 + 1K1 
1 - 	- (xl IKI > o 
luego nxnfi = O es decir(xn) n> 1 posee sub-sucesifin 
convergente, (proposición 1.5) luego 2t9 es demicompacto.L2 
CAPITULO No. 3 
CLASIFICACION DE LOS OPERADORES 
En el capitulo anterior se han introducido ciertos tipos 
de operadores definidos sobre cierta clase de conjuntos. En 
éste capitulo se clasifican dichos operadores definiéndolos 
sobre conjuntos iguales, por supuesto. 
Para tal propósito supóngase que X es un esracio Banach, 
DCXyconsidérense 
C°= 1f 
los siguientes conjuntos: 
f 	es compacta sobre acotados 3 
es 	k- Lipschitz 3 	k z 	O 
e.k = 	D X / f es k - contractiva3 	k > O 
Cc =íf 	: 	D --o- X / f es condensadas 
Cd =(f 	: 	D X / f es demicompacta, continua) 
: PX / f es 5kn  - demicompacta, continua} Ed =if 	D 
Supongamos 
acotado tenemos: 
que f E C° . Entonces para todo A C D 
f (A) C f (D) 
luego 	oit l_f (A )-1 	< °U-PD)] 	= O por ser f compacta 
entonces eqf(A)1 = O para todo A c D acotado. 
O sea que: 	ckLf(A)J 	C 	k OL(e) para todo k > O 
luego 	f E Ck para todo k > O 
Es decir C° C Ck 	para k 	O. 
También tenemos que si 	f E C
kl 	
entonces 
[f (A)] 	 (A) para todo A C D acotado. Luego: 
ot. V (A)] 	1 .:*(A) < k2 d1A) 	para kl  
Luego: 
	
Cki  C Ck2 	si 	ki 	k2  
Por otra parte si f E Ck con k C 1, tenemos que para todo 
A C D acotado tal que 	cf.(A) > O, entonces: 
[f (A)] < 	k ol (A) < el.(A) 
Luego C C C C 	para O S'k <1 . 
Por otro lado supóngase que f E Cc , entonces para 
A C D acotado Y 16L(A) > O tenemos que: 
alfuu] < a(A) 	d(A) 
Y como 	GUA) = O es falso (no se define) para 
condensado. Entonces: 
d[f(A)1 	oL(A) 	k -GUA) 	para k k 1 
Es decir 	Cc CCk 	con k > 1 
Además siendo que 	id 	 es c(-k- Lips- 
chitz con k >1 y id 	Cc 	se concluye que la inclusión 
es estricta. 
Las siguientes proposiciones nos muestran, como están 
Incluidos los conjuntos de los operadores demicompactos v 
n - demicompactos con respecto a los operadores condensa-
dos. 
Proposición 3.1 
Sea X un espacio de Banach y D C X. Un operador 
	
T : D 	X condensado es "-A-n - demicompacto. 
Demostración, 
Sea ( n n > 1 una sucesión de números reales tal que 
-71-n 	 con -1 	cl. 
Entonces para toda sucesión acotada (xn) n > 1 de ele-
mentos de D, con la propiedad de que: 




se cumple que: 	existe N > O tal que: 
para n, m 	N , 	- 	< 	con 17L111 <1 + 
Y también  nYn 	Yll < 
	1Y 	Ym 
2 
donde 	M = sup / II Txn II / n2 1). 	si O < M < CO 
Es necesario observar 4que 11 yn - l'U< 	Y  
2 
implican que 1 yn  - 7mj1 c Z . 
Nótece también que: 
oiRxi  / 	 = 	/ 1 	c N) U lxi / 	N j 
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Supongamos que d = OLVxi  / 	> O entonces 
d' 	[T kx / 2 N 	< 	uxi = d por ser 
T condensada. 
Consideremos S1 ' S 2 , 	 Sk un cubrimiento de 
T kxi/i N) 	con diam Si  < d' + 	para todo i 	1 	k. 
Para xn , xm c T (Si) r) I xn / n 	, i =  
tenemos: 
hxn_xilj 	Yn AmTxmj = Iyn-ym- 	+ ITxm  
-Txn+ 9.LiTxm 1 . 	(yn-ym)+( T m- n)Txm+ 7(1 (Txm-Txn) n 
Yn-Ym ± 	m- n • Txn 	+ 	OL m l • 11 Txm-Txn  
(1 + 	) llTxm 	Txn li 
luego II xn - xm II < 2 	+ (1 + 	) U Tx - Txn  II 
Como, cliam S 	+ 1, 	entonces 11 Txm - Txn 	d' + 
pus Txm , Txn E Si. 
De donde: 	II xn - xm 	< 2 / + (1 + 	) (d' + 	) 




luego 	( { xi  / 	N/ ) s diam 	xi  / 	 d' 
o sea: 	d 1 d' 	lo cual no es posible 
Luego 	d( Ixi  /11N} ) 	O 
es decir T es "an 	demicompacto 
Si M = O entonces para todo n) 1, se tiene: 
Txn  U 	O..or—> Para todo n.?. 1, Txn = O 
Luego siendo (xn) n >1  una sucesión tal que 
Yn = xn
	2n.Txn  
tenemos que 	Yn xn +O ---+ y. 
Luego (xn) n > 1 posee sub-sucesión convergente, en este 
caso la misma (xn) n 2 1  
Es decir hemos mostrado que se verifica: 
Cc C 
Ahora ésta inclusión es estricta pues si X es un espacio 
de dimensión finita. Y consideramos el operador idéntico 
Id : 	 éste operador es 9kn - demicompacto, pero 
no es condensado. 
También tenemos la siguiente proposición: 
Proposición 3.2 
Bajo el mismo contexto de la proposición anterior. Un 
operador T "An - demicompacto es demicom acto. 
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Demostración. 
La demostración es tribial para n = 
La siguiente proposición nos mostrará que 'ad C Cd. 
Pero antes necesitamos ver el siguiente lema. 
Lema 3.3 
Sea (xn) n >1 cualquier sucesión acotada en X. Entonces 




(41Pnxn 	1 19 1 	Xn\-\ 
donde 	pnxn = Ipnxn / n 	y 	{ xn 	= Xn / n> 
Demostración. 
Si p = O entonces Pnxn 	1. O 	y entonces se 
cumple que: 
ot [I Pnxni = O = lo [f xnil 
supóngase ahora Que: p > O , entonces para 	> O 
existe 
Es decir: 
tal que si n > 11 	se tiene 
Luego para n 2  n 
Po < Pn < P + 
existe 2n E ]0,11 tal que: 
- 	) + 	- •Án) (p + 	) 
por la convexidad de los intervalos. 
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Entonces 	pnxn  = 	(p - 	) xn + (1- 7tn) (p + 	) 
luego para n > n 	se tiene que: 
E C( (p - 	xn} U (p 
donde C ( (p - 	) • 1x,\ U (P + Tt. ) • I xn \ ) 	denota la 
cápsula convexa de (p - 	) • xn) U (P 	) ' xn] • Luego: 
/ n? n j C C( (p - 	) • {Xn- U (p + 	) • p<n} ) 
luego: 	cOnxn/n ? 	max E IP- 	d. f xn) , 1p+ z, 1.01 f xn-1 1 
I p+ 	íxn\ 	pues p > O 
(P+ 	) • ot xn  
Por otra parte corno 	Ipnxn-1 = cLtl.pnxn/n < nI}Ukpnxn/n 




luego 	eqf pnxdc p eL heni = tp • Di f xn 	por la 
arbitrariedad de )1, 
Si p <O, entonceskpnxn/n 1.11./1 	- 	kn-1 
o sea que: 	IlDnxn-1 	13) - 3̀1- 	xn 
luego 	0L pnxn 5_ ( 	+ I pl ) Lxnis 
y entonces 	
01- Hnxn 	< 11'1 d.  \xn 
	lo que concluye la 
demostración. 	 rj 
Proposición 3.4 
SeaXun espacio Banach,DCX y T: D 	 X 
un operador - 1 	- Lipschitz. Supóngase además que 
    
pc1 
T es un numero tal que: 	1 CRIC 	1  2 	Ikl+ 1 
Entonces AS es demicompacto y no es n - demicompacto, 
donde S = I 	kT. 
Demostración. 
Siendo T un operador e/- 	1 	- Lipschitz entonces 
ikl+ 1 
es 	- 	- Lipschitz, luego 	por la proposición 2.14 se 
tiene que AS es demicompacto. 
Demostremos ahora que TS no es 91 - demicompacto. 
En efecto, sea Co ) ren> 1 una sucesión real tal que: -  
Pn 	 p c [ -1, 1] 	Entonces para una sucesión (xn) n 1  
acotada en D tal que la sucesión (yn)> 1 definida por n  
yn = xn + pn ( 	S)xn para todo n>1 sea convergente a 
algún y e X, se tiene: 
yn = xn + pn T (I - k T) xn 
luego 	x = yn - pnTxn + prIA k T xn  
Consideremos ahora una sub'-sucesión (xn ) k 5 1  arbitraria. 
Entonces: '2‘ x 	7L k Tx xnk - Ynk - Pnk 	nk 1- Pnk 	nk 
entonces f xnli C lYnk .1 + (- 71' ) ( Pnkxnj + 7mc rpnk Txnk 
O + 	I ?. 1 01 í pink xnj 	+ inicie( fpnk Txrild 
Juego por el lema anterior se tiene que: 
c° 
k21  
k > 1 ; Cdn Ck 
- 39 - 
luego á Ixn) 	I eLf 	+ ¡AH( c1, 1Tx n1\ 	pues I p I < 1 
Siendo T 	1 	- Lipschitz se tiene entonces que: 
Ud+ 1 
	
< 	2 [9‘.1c . fxn  
luego 	(1- 2 •I X ) . ct 	xn-}1( < O 
Pero 	1 
-2- <I "X -4-1> 
1 - 21M C O 	por hipótesis 
entonces 	di 	5 O 	lo cual quiere decir que 
(Xn) n) 	no admite sub - sucesión convergente. 
Lo anteriormente expuesto nos permite presentar la 
siguiente figura que nos muestran como están incluidos éstos 
conjuntos de operadores. 
CAPITULO No. 4 
OPERADORES CON PUNTO FIJOS 
4.1 OPERADORES SOBRE UN ESPACIO DE BANACK 
En ésta sección X siempre denotará un espacio de Banach 
sobre el cuerpo K de los números reales o de los números 
complejos. 
Un operador T sobre X se dice que tiene un punto fijo 
x en el dominio de T si y sólo si Tx = x. 
Teorema 4.1.1 	(Principio de Operador Contractivo) 
Supongamos que D es un sub-conjunto de X, cerrado. Un 
operador T 	D ---.D contractivo posee punto fijo único en D. 
Es decir existe un único punto z E D tal que Tz 	Más 
aún,si xo E D y xn = Txn_i  para n = 1, 2, ... 	entonces 
Lira xn = z 
n Go 
Demostración. 
En efecto para xo e D arbitrario y definiendo 
xn = Txn_, para n = 1, 2, ... tenemos que: 
flxn+1 
	
xn 	= U Txn 	Txn_i 	K 11 xn - xn_i 1 para todo 
n > 1, donde K es tal que O K <1, por ser T contractivo. 
Siguiendo un razonamiento inductivo elemental nos lleva 
a: 
xn4,1 	xn 	5 Kn 11 xl  - Xo IC. 
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Por otra parte para n,k > i 	tenemos: 
(IX +k 	xn 1  = IIxn+k 	xn+1 	xn+1 	xn 	Uxn+k 	xn+ln 
xn+1 - xnII - 
Procediendo en forma análoga con h xn+k 
	xn+1 	se 
obtiene por inducción que: 
xn+k 	xn II < 
k-1  
> 	Xn+i+1 i=0 
k-1  
- 	< >  
i=0 
n 1 xl  xo II 
k-1 
es decir n+k - xn il 	Kn nxi  - x0fl > 	Yi 1=0 
k-1 
pero A K c 	K =  1  
II 	 1=0 	1 - K 
Luego: 	lixn+k - xn 	Kn IIkl  - ko ii . 	1  
- k 
Esto nos dice que la sucesión (xn) n > 0 en D es de 
Cauchy y luego existe z D tal que z = Lin (xn) 
n 
pues D es un cerrado de X. 
Observemos que: 
Tz = T•Lim (xn) 
n cc 
Siendo T continua tenemos que: 
Tz = Lira (Txn) = Lim (xn+1) = Z 
n —+ co 
luego z es un punto fijo de T. 
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Supongamos ahora que w e D es tal que Tw = w. 
Entonces: 
z - w U = U Tz - Tw It K 11 z - w 
luego 	U z — w II = O es decir z = w pués O s' 1.< <1 
Por tanto z es único. 	 1-7 
El siguiente teorema es una extensión del teorema ante- 
rior. 
Teorema 4.1.2 	(Extensión del Principio de Operador Contrac- 
tivo). 
SiDCX,DcerradoyT:D---.-Dun operador continuo. 
Supóngase además que existe una función P: 	[O, +0=)---40, -4-00) 
continua a derecha tal que 	90 (r) < r si r >0 y 11Tx 	Tyll 
9nix - y 	para todo x, y e D. 
Entonces existe un único punto z e D tal que Tz = z. 
Más aún, si xo E D Y xn = Txn-1 para 	 entonces  
Lim xn = Z. 
co 
Demostración. 
Supongamos que Tz = z y Tw = w entonces: 
lz - wil = HTz - Twl 	50 (1z - wfl) y no seria posible tener 
Hz - wil>0 ya que entonces lz - wH < 	z - wfl lo cual no es 
posible. 
Luego nz - wil =O y z= w, es decir si existe punto 
fijo para T éste es único. 
Obsórvese que si xo e D es un punto arbitrario de D y 
definimos xn = Txn-1 para n 1, entonces si Lira xn = z n 
existe, se tiene z = Liwn = Lim Txn-1 n cx, 
entonces 	z = T (Lira xn_l) 	por la continuidad de T. 
o sea 	 z = T z 
Luego para completar la demostración sólo tenemos que 
mostrar que (xn)nz O es una sucesión de Cauchy. 
Para n >2 definimos cn =txn  - xn_l  = 11Txn_ l_ - Txn_2 n , 
Podemos suponer que cn > O para todo n> 2, ya que en caso con-
traria, existiria n > 2 tal que 
nxn - xn_111 = o 
luego xn = xn_i  pero como xn = Txn_i 
entonces 	 Txn_i = xn_l  
y xn_i seria un punto fijo de T. 
Luego cn = 	- Txn_211 ( Hxn_l - Xn_211 ) 
entonces cn - < 92 (c1)cn-1 para n > 2 
Luego (cn) n> 2 es una sucesión de creciente de números 
positivos. Entonces Lím cn  = S ) o. 
n --. 00 
Por la continuidad a derecha de la función 	tenemos: 
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S= Lím c< n _ 
/1 -.a) 
Lim 52(en_i) = 	99( S ) 
Es decir: 	cn  
Supongamos ahora que (xn) nik 2 no es una sucesión de Cauchy. 
luego existe un número t > O y enteros nk y mk tal que 
mk )nk 2 k y dk = xmk 	xnk 	2 1 	para k= 1, 2,... 
Escogiendo mk el más pequeño, de tal forma aue podamos asumir 
que: 
!I XIII. -1 
L 	"mk xMk -1 1  
luego dk 	 
También: 
xnk < tenemos: 
	
x 	x 	< mk- 	nk 
pues 	cn 	O+ 
dk í lixmk - xmk+1  1 + 1 xml± 	xnk+1 II  + Ixnk 	
- xn  II 
luego dk < - 0mk+1 	99 ( El xmk 
- x
nk 
) + cn  
pues 	xmk+1  - xnk+1 1 = 	Txmk - Txnk li 	9( 11 xmk 
entonces 	< dk 	(dk) 	cmk+1 	cnk+1 
luego si k ----o 	y haciendo uso de la continuidad por 
la derecha de 59 tenemos: 
) 2n+1 n-1 1 
1  
2n+-1 1 1 Á n_11 	1.1 = 1 Y kn1 	1(1 	
1  
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pero ésto no es posible pues 	E7 o. 
Luego (xh) n > 	es una sucesión de Cauchy. 
Considerando 	1) (r) = kr para r >0 y O sk 41 se concluye 
que éste teorema constituye una generalización del teorema 
4.1.1 . 	 o 
El siguiente ejemplo mostrará que no es válido el teore-
ma 4.1.1 para operadores 1 - contractivos. 
Ejemplo (4.1.3) 
Sea Co (W ) el espacio de todas las sucesiones reales 
tales que Lim T n = O , con la morma 
II?di= max 	1"?‘ n1 / n zl  
Para cada 	T E 	(0 , 1) se define T. A = q 	donde 
1 + IMI y qn - (1- 	1  )Á n i para n = 2, 3,... 2 	 2n+1 
Como in 	- 11  Vfl,  1- 1 	< 1 	pues 2 - 7t e s (o, 1) 
se tiene que T 	S (0, 1) 	 (0, 1) 
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- 	
II = 11(1 4AXII _ 
2 
1 +1(31 	(1 _ 	- (1 - ly)P1, 
2 	 23 2 
1 
 
1 )  









1  (1- 	) 	( 211 n.-1 - 	n=1)' ' 2n+1 
y COmo 
 




2n+1) ( n-1 
x-11 	; n  
1  
- 11 	2n+1 11 n-1 	(311-1 1 
= 2, 3,... 
entonces: 	11 T.A 	- T-(31 	< /1X - 
Supongamos ahora que exista 	E 	(0,1) tal que T. = 
entonces por definición de T tenemos que 71.1 =  1 +  
2 
y para i > 2 





1  7T (1 	) k=0 	 1 1 2i+l-k 
Obsérvese que: 
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IA31 = 	(1 - 17,) (1 - 1-) 7I 
2' 	2 3 
1 ) 
25 	 23 
s _ 1 ) 	1 	> 




>1  1 	 2  
1 	 k=0 2341-k 	 k=0 
1  







Luego podemos escribir: 
i-2 	 i+1  
1 li_ 1 ?- 	1  - > 	
1 
1+1-}CI ! X II k=0 = \ 1  - > 	45 \ 17 \ 2 	 1=3 
1 )it2 
- 2 	( 1 ) i+1 2'  Pero 1 + 1_ + ... + ( 1 )i-1-1 _ 
2 	 2 	 1  7 	 2 
luego 
1 Ii+1 - 2 - ( 1 «i  - (1 + 1  + 1) 
2 	 2 	 2 	4 
2 
i+1 	
i+1 1 - (i  - ( 	)- 	) = 	+ ( 1  ) 	> 	3 
4 	2 4 	2 	 4 
3 71 	I Á  11 	para todo i > 2 
pero ésto no es posible pues 	Llm 	=0 
i-P 00 
luego T no tiene punto fijo. 
Bajo ciertas restricciones sobre el conjunto D del es-
pacio X de Banach, el principio de contracción puede ser 
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extendido a los operadores 1 - contractivos. No es nuestro 
propósito por el momento de profundizar en éste sentido. 
A continuación enunciamos el famoso teorema de punto 
fijo de Brouwer. 
Teorema 4.1.4 	( Punto fijo de 3rouwer). 
Sea 	/ >0 y -§ (O, ) = 	x€ 	/ 	para p 	1, 
entonces cualquier función contínua de -8- (0, ) en 	(0, E ) 
posee al menos un punto fijo. 
La demostración general de éste teorema se aleja bastante 
del contenido de ésta tésis razón por la cual sólo presenta-
mos la prueba para p = 1. Para una demostración general véase 
Dunford - Schwartz págs 467 - 470, véase también Introducción 
a la Teoría de Conjuntos y a la Topología de K. Kuratowski 
pags. 203 - 209. 
Demostración del teorema de Punto Fijo de Brouwer para el 
caso p = 1. 
Sea 	t > O entonces 	-g (o, t 	 ,luego 
para una función f de L" I ,t1 en [- E ,11 , contínua 
definimos g (x) 	f (x) - x para todo xE [—t'E] 
Es claro que 	es una función contínua definida en el 
intervalo cerrado [- 	 Y además: 
g (- t ) = 	E) +E> o 	pus - 	< f (x) < t 	para 
todo x. 
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g ( / ) = f ( t ) 	< o 	por la misma razón. 
El teorema se verifica si g (E) .06 g (- t ) = O 
Supongamos que g (- 	) > O g( ) < O 	siendo g 
conttnua entonces g toma todos los valores comprendidos 
entre 	g (-E)y g(E) , luego existe xE V:- 	t 0 
tal que: g (x0) = O 	es decir f (x0) - xo. 	EJ 
Proposición 4.1.5 
Si X es un espacio de Banach finito - dimencional sobre 
el campo ay DCX cerrado acotadoyconvexo. Entonces 
toda función T continua de D en D posee punto fijo en D. 
Demostración. 
Supongamos que X es un espacio de Banach, n - dimensio- 
nal sobre E 	R . 
Y sea 	xl, x2 	 xrd una base del espacio vectorial 
X. 
Definimos sobre X la norma de un elemento x = (A1  
corno: 
1/2  
   
para todo x =>  A 
1=1 
donde 	71 . E 	j, 	1 <1 <n. 
Consideremos, también la función 
definida por: 
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Entonces 	es biyectiva, bicontínua y lineal. Ta-bién 
si n = 	( D ) 	x€ 	1, ( Á ) CD 
entonces 1--/ es cerrado, acotado y convexo. 
-1 
Mas aún si A( X ) =PoToq,  ( X) para todo  
entonces A es contínua de n en n 
Como A(21.) = A • 	T( 	(A)) = 	(X) 	es suficiente 
mostrar que A admite punto fijo. 
Para r > O tal que X 	c==p- 'TI< r tenemos que como 
n es un espacio de Hilbert entonces: 
para todo A€ 1(0, r) existe un único punto. P(A)€fl  
tal que: 	P(A) II = 	[ A - 	11  
siendo P : 	(o,r) 	n continua y P(Á) =?k si  
,n Entonces la aplicación 	C: 	(0,1) 	n  
definida por 	C( N) 	Ao P (r A) es continua de 
1 (0, 1) 	en sí misma. 
Luego por el teorema de punto fijo de Brouwer, existe 
z e S (0,1) tal que: 
1 — A o P (r z) = z 
A o P (r z) = r z 
Pero r z e Im (A) C cl entonces P(r z) = r z. 
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Luego r z es un punto fijo de A. 	 C7 
Proposición 4.1.6 
Sea X un espacio de Banach y D un sub-conjunto cerrado 
compacto y convexo de X. Entonces toda función T : D 	D 
continua tiene punto fijo. 
Demostración. 
	
Siendo D compacto existe un sub-conjunto (xi 	xn1 de 
D tal que 	mm n 	xia / 1=1 	n ) e para todo x E D. 
Para todo 	 e ,1 	n} 	definimos; i 	 D 	 , 	por 
J O si 	- 	> e c (x) = 
f 	x x.n si 	 xUc  
Notemos que T. para j e ti 	 ni 
	es continua y 
además como para todo x e D , existe x1  tal que 
X — Xi  ct 
entonces existe LE 11 	ni tal que 	(x) > ° 
luego 	max 	(x) /ieli 	n 	0 para x c D. 




(x) = (xi xi ) • (>' 	íi (x) ) 
i=1 
Como max 	n}/ > O para todo x E D 
-1 
entonces 	> 	Ç1  (x) ) 	existe y además 1=1 e 
es con- 




II 	(x) - x II = 
E 
  




p 	(x) - x 	> 	I); i (x) I • 	x n.o 	(x)) 
i=1 1.1 
-1 
6 (> 	) 	) 	li(x)) 
	
i=1 i=1 
Sea ahora 	CO ( )X 	Xn ) y notemos en primer 
lugar que fi C D pues D es convexo y cerrado. 
Definimos la función E (x) = 	0 T (x) para todo ‘c 
X 	n 	luego B es continua de FI en rl . Siendon 
pacto y convexo de un espacio finito - dimencional Xt . 
Donde x t es el espacio generado por Ix1 	xn) • 
Luego por la proposición anterior tenemos que existe 
y E n C D 	tal cple: E 
(zQ) = 
De aqui ue se tenga, 
T(z1) - 	U = II T(zI) - (31  (T (zr)) 
= 	3 (T(z)) - ./ 
Es decir: 	V 	0, ] z1  e D : 	T(z1) - zl 	/ 
Como D es compacto existe una sucesión 	n n > 1 de números 
positivos y un z G D tal que: 
Lím 	= O 	Y Lím z y 
n-PCO n-lon 'Fn 
Luego T(z 	) 	z 
r n 
y siendo T continua tenemos: 
T(z) - z 	= 	Lím ( T(z In 	
co 	
n  - z 
In h 	
Lím 	T(z p) - zIrIR 
n-*ac 	 n-w 
Lím n  
11-PC0 
entonces T(z) - z - O 	 T (z) = z 
entonces z es un punto fijo de T. 	,C17 
Teorema 4.1.7 
Supongamos que X es un espacio de Banach y D un sub-
conjunto de X, acotado convexo y cerrado. 
Si T es una función de D en D d - a - Lipschitz con 
0 <a< 1 . Entonces F = 	<€D / T(x) = x 	es no vacío 
y compacto. 
Demostraci6n. 
En primer lugar F es cerrado. En efecto si x e F 
entonces existe una sucesión (xn) n ) 1  en F tal que: 
Limxn =x. 
n-1,00 
Siendo T contínua tenemos que: 
T(x) = T (Lim xn)= Lim T (xn) = Lira xn = x 
n-1-00 	n--. 00 	 n oo 
Luego x e F de donde F = ír- 
Ahora T(F) = 1T(x) /xe7) = 	T(x) / T(x) = x) = F 
entonces 	01,(F) = otU.T(F 	a el (F) 	de donde 
= O 	pues O < a 01 y luego F es compacto. 
Mostremos ahora cue F es no vacío. 
Sea 	n = D y definamos 	= c. (T( n_ 1)) para n > 1 
Entonces se tiene que 	cn n-1 y luego: 
(nn) < an 	( n o ) Para 
= ° n) Como a < 1 se tiene entonces que: Lim our/  n 00 
Luego por 1.2 	f-) = fl J). 	es no vacío y compacto, ya 
n=0 
que 	es cerrado. 
Más aún n es convexo ya que es la intersección de 
conjuntos convexos. 
Notemos además que: 
T ( n í.1) C T (c) 11_1) c az(r(f n_1)) =n n , nI0 
Entonces: 
T(f-) ) = T ( fl fl n) = fl T (nn) E «0 n fi 
n=0 	n=0 	 n=0 
Es decir 	T 
Luego por la proposición 4.1.6 , existe zen C D tal que 
T(z) = z , es decir F /0 
	
1_J 
Una importante consecuencia de éste teorema para fun-
ciones completamente contínuas es el siguiente. 
Corolario 4.1.8 	(Teo. de Punto Fijo de Schauder). 
Sea D un su-conjunto cerrado, acotado y convexo de un 
espacio X de Banach y T una función de D en D completamente 
contínua. Entonces existe un punto x E D tal que T(x) = x. 
Demostración. 
Siendo T completamente continua entonces: 
C),(T (fi 	= O para todo 1-1 C D. 
Es decir T es De- 0 - Lipschtz y se concluye. 
En forma más general tenemos el siguiente corolario. 
Corolario 4.1.9 
Si D es un conjunto cerrado, acotado y convexo de un 
espacioXde BanachyTyEson funciones contínuas deDen X 
- 56 - 
con las siguientes propiedades: 
1) 	(T + F) (x] c D para todo x e D 
2) F (D) es compacto 
3) existe un número O <z- .< 1 tal que 	T(x) - T(y)11 
r 	x - y I para todo x, y c D. 
Entonces existe un z e D tal que (T + F) (z) = z. 
Demostración. 
Sea n c D 	 d.1(T + F) 	)-1 	(n_ ) 	F (n 
y_T (.1-1) 	+ 	( 
pero por 2) 	dj.F(n..) 	- O y por 3) T es 13.- r - Lipschtz 
véase 	2.4 	Es decir: 
d4i(T n? ] r (n) 
Luego por el teorema 4.1.7 existe z E D : (T + F) (z) = Z• ii-±7 
Solo anotaremos que por 2.5 el ejemplo 4.1.3 nos propor-
ciona también un ejemplo de una función d, - 1 - Lipschtz crue 
no posee punto filo. 
Para demostrar el próximo teorema necesitamos del 
siguiente lema: 
Lema 4.1.10 
Sea X un espacio vectorial normado y D un sub-conjunto 
de X, no vacío. Sea fo : D--3.-X una función tal que 
(id - fo) (D) es cerrado en X. Supóngase que hay una 
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sucesión de funciones 	, fj 1 D 	X j > 1 	tal 
que converge uniformemente a fo, con la propiedad de que, 
para todo j s 1 , f j tiene punto fijo. 
Entonces fo tiene un punto fijo también. 
Demostración. 
Para cada j > 1 	definimos: 
g.=id - fj 	: D - 	X 
Entonces para todo j , f. tiene un punto fijo sí y sólo si 
O 	g 	(D). 
Como f. 	fo uniformemente entonces: 
para E > O, existe N tal que si j > N entonces 
II fi - fo II < 
Luego - id gj - go 	= 	id - fj 	fo 	fj 	fo 
entonces 	 g 	 go uniformemente. 
Es decir, dado 	> O existe :1.1  e 	tal que si j 2 n, P. 
entoncesg(x) - g0(x)1 c 	para todo x E D. 	Pero 
11g1  (x) - g0 (x) II< I _c.t__„ 9'3 (x) e B (go (x), 1 ) = g0 (x) + 13(0,1) 
11 i 	
1 
Luego para j > n r , gj (D) C go (D) + 'E E (0,1) r 
y entonces 	O c go (D) + '1B (0,1) para cualquier g > 0, 
puesto que fj posee punto fijo para todo j. 
Luego O E go (D) - go (D) ya que por hipótesis g0 (D) es 
cerrado. 
Es decir fo tiene un punto fijo. 	Li 
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El siguiente teorema fija condiciones bajo las cuales 
una función d - 1 - Lipschitz posee punto fijo. 
Teorema 4.1.11 
Dado un conjunto D cerrado, acotado y convexo de 
algún espacio X de Banach. Entonces toda función 
f . D 	 t D 	ol- 1 - Lipschitz con la propiedad de que 
(id - f) (D) es cerrado tiene punto fijo. 
Demostración, 
Sea xo E D arbitrario y para todo r ç 	0,1) 
definimos fr = rf + (1 - r) xo. 
Entonces para cualquier fi c D tenemos: 
(n )) = Lrf ( n ) + (1 - r) xo] 	rf n )1  
luego eijf r (,n, )1 	r OL. [f(n 	r 	(fi) 
Es decir cada f r es 	d.- r - Lipschitz. Más aún 
f r (D) C D por la convexidad de D. 






En efecto: 	ffl = sapfr (x) 	f(n)11 
x D 
= sup II r f(x) - f(x) + (1 - r) xo 1 
x E D 
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luego Ilfr - f h = sup 	- (1 - r)f(x) + (1 - r)xo  
x E D 
= sup H (1 - r) (xo - f (x))H 
x E D 
O sea Ilfr - f 	= (1 - r) sup fixo - f(x)H S (1 - r) diam D 
x E D 
Asi Hf r - f H se puede hacer tan chico como queramos 
a partir de un r c [0,1). Esto nos muestra que las f r tien-
den uniformemente a f. 
Luego siendo que (id - f) (D) es cerrado por hipótesis 
se concluye por el lema anterior. 	£7 
Teorema 4.1.12 (Teorema del punto fijo de Sadovskii) 
Sea D un conjunto cerrado acotado y convexo de algún 
espacio X de nanach. Entonces toda función f condensada de 
D en D admite punto fijo. Y 	= ix E D / f(x) = x3 es 
compacto. 
Demostración. 
Sea cV = 	x E D / f(x) = x) 
Claramente 7 es un conjunto cerrado. 
Ahora como f (I) =1 . 	tenemos que: 
á( 	) = d. [f(cy 	 ) 	siempre que 	( 	) 	O 
lo cual no es posible. Luego 
O sea Y es compacto. Demostremos ahora rue “b 
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Para un xo E D arbitrario. Sea 	definido como 
sigue: 
= tCCD/ces cerrado, convexo, xo ECyf(C)CC} 
ya que DE C 
Considérese el conjunto C 0  = n 
cer 
Afirmamos que Co es cerrado, convexo , xo E Co. y además 
f (Co) C Co. 
En efecto: Co es cerrado y convexo por ser intersección 
de cerrados y convexos respectivamente. 
Además xo e Co pus se verifica que xo E C para todo 
C E r. 
Para y E f(Co) tenemos que existe x E Co tul que 
y = f(x) luego x e C para todo C E r , entonces f(x)=y E C 
para todo C e 2 . Es decir y E Co' Con ésto podemos de- 
cir entonces que Co E 
Mas wen supóngase que 01(C0) > O 	entonces: 
[f (G0)) Z d(C0) 
( fx03 Lj f(C0 )) Sea C1  = 	 ; como f(Co) C Co y Co es 
convexo y cerrado se tiene que: 
C1  C Co 
luego f(C1) C f(C0) C C1  de aqui oue Ci e e 	y entonces 
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Ci D Co. 	O sea C1  = Co , pero ésto es imposible pués: 
r“ci) = 	[ 	Ixo3 u t(ca))) = 	Ct (ca 	< ci(C0 ) 
Luego d(C0) = O lo cual nos indica que Co es compacto. 
Entonces por la proposición 4.1.6 tenemos que f admite 
punto fijo en Co y luego en D. 
- 62 - 
4.2 OPERADORES SOBRE CONOS 
El propósito de ésta sección es el estudio de la exis-
tencia de puntos fijos para cierto tipo de operadores defi-
nidos sobre un cono C de un espacio de Banach X sobre W. 
Introducimos ciertas definiciones y notaciones tales 
Definición 4.2.1 
Sea X un espacio de Banach sobre 11( y C un sub-conjunto 
de X. Se dice que Ces un cono si para todo x, v E C Y 
se tiene que 	"hx, x+y e O. 
Si C es un cono y además es cerrado se dirá que C es un 
cono cerrado. En ésta sección, a menos que se diga lo contra-
rio, C denotará un cono cerrado. 
Además si r > O denotaremos Cr al conjunto: 
cr =cc) (0,r) = txQC/ 	II ¿H 
Definición 4.2.2 
Un operador T continuo y acotado sobre X se dirá 
Lipschitz si existe un número k tal que: 
01,( T(n ) ) < k cun, 
para todo n C pum T , nacotado. 
El ínfimo de tales números k se denotará por U T net . 
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Definición 4.2.3 
Un operador T de C en X se llamará casiacotado si: 
i) T transforma conjuntos acotados de C en conjuntos acota- 
dos 	Y 
fi) 	q(T) = Lím 	T (x)11 	< CO UxU->im 	x 
Un resultado inmediato es que si T es lineal y transforma 
conjuntos acotados de C en conjuntos acotados, entonces T es 
casiacotado. En efecto por ser T lineal, existe k >0 tal que: 
T(x) 	k UxU 	para todo x e O. 
Luego 	Lím   < k <co 	para x 	O. 
x11 	- 
El conjunto de todos los operadores de C en X casiacota- 
dos se denotará 	2(C,X). Fácilmente se comprueba Que si 
T, F C 2(C,X) y Ae1K 	entonces T + F, 'TT E 2(C,X) con: 
q(T + P) 	q(T) + q(F) 	y q( 7 T) = 17,1 q (T) 
En particular, 	2(C,X) es un espacio vecotri&L sobre 
1K y q(.) es una seminorma sobre 	2(C,X). 
Un resultado fundamental relacionado con punto fijo 
para operadores casiacotados es el siguiente. 
Teorema 4.2.4 
Sea T e 2(C,X) con q(T) < 1 y T de C en C. Suponga-
mos además que T es d.- Lipschitz con n T U c( < 1. 
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Entonces F = iz C 	T (z ) = z 	es no vacío y compacto. 
Demostración . 
Como q(T) < 1 existe R > O tal que II T (x) 11 < Rxl si 
x E C y 	lIxl 	R. Esto implica en particular cue F C CR. 
Tomando M = sup { AT(x) II / x CC, 	11x11 	521 y 
r=max 	R,M 	se tiene que T (Cr) C Cr. 
En efecto si x E T (Cr) entonces existe xo e Cr (xo 	C 
y 	11x0 	1 r) tal que 	x = T (x0) . 
Si xo es tal que rrx0 	R entonces HxIl = IT(x0) < lIxon < r 
luego x c Cr" 
Por otro lado si flx0 U < R entonces II x = II T (x0) 	M 	r 
y también x 	Cr . Como T es d. - Lipschitz con IIT 	< 1 
entonces según el teorema 4.1.7 F n Cr  = F es no vacío 
y compacto. 
Corolario 4.2.5 
Sup6ngase que TE 2,(c,x), T 	Lipschitz de C en C. Si 
-1 > 	O y max 	q (T) , U T I 	< 	entonces Im (I- 	C. 
Demostración. 
Sea z 	C. Considérese el operador Tz definido por 
T z (x) 	7tT(x) + z para todo x e C. 
T z es ok.- Lipschitz con (111 z II 	< 1. En efecto para 
todo _n_ sub-conjunto de C, acotado tenemos: 
[Tz ( r). 	L7Mri, ) + z  
luego 	0¿ [T z n 	x oLLT n 
entonces para todo ‘1, > O se tiene: 
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CillTz (1-1 	< A 	'net 	C1(0 ) 
	
se tiene entonces que Ilitz 11 0( 	,t( 	+ 	) para todo 
> 
luego n T z 	4 A 	por la arbitrariedad de 
-1  entonces 	liTh 	(XX= 1 z 
Además 	q(T) = Mm II AT(x) + z 1 	A Lim 	1T (x) fi 
xl—. 00 	u 	x fl-* 	II X II  
< CC 
luego 	q(T) <q(T) < A.Xi=1 
Entonces como Tz esta definido de C en C, por el teorema 
anterior tenemos que existe un x E C tal que: 
x = ALT(x) + z 
es decir 	z = x - ?T(x) 
luego 	 z e 'In (1- 
Teorema 4.2.6 
Supóngase quer>0 yTun operador condensado de 
Cr en X. Supéngase también que para x E Cr con xi = r 
se tiene T(x) 	A x para todo A 5 1. 
Entonces: 
3= inf 	U2x - Tx 	/ A > 1, x c Cr , con sx U = rj > O 
Además si F es un operador continuo y acotado de Cr en 
X tal que T + F va de Cr en C con T + F 	Lipschitz y con 
T + F 11:1. También si 11F(x)11c p 	para todo x 	C con 
Ilxh=r, entonces existe unxeCr tal que Ox11 <ry 
(T + F) 
Demostración. 
	
Supóngase que P = O. 	Entonces existen sucesiones 
( Akhoj en ilreq 
	
(xk) k > 1 en 
	con 	xk = r para 
todo k, tal que: 
(1) 	Llm 	'A kxk - T(xk) U = O. 
k 
Ahora siendo T acotado existe M > O tal que IIT(x)11 < M, 
x E Cr. 
Entonces 	 )k 1  es acotada. En efecto para 
Tenemos: 	117tkxk li — 	 < Akxk — 	<1 	para 
k > N, donde N es un número cuya existencia esta garantizada 
por (1). 
Luego 	ak IIXkfl  4 0.(xk )n 	+ 1, 	k 5 N 
entonces 	Akr < M + 1 , k> N 
es decir 	'7‘ k < 	M± 1 
	k > N 
Luego Mo = max 1 	 M + 1 	es una cota de 
( 	k) k 5 1 
y luego: 
Entonces podemos asumir que Lim 	k =71. > 1 o - k 
(2) 	Lira 	A x — T(xk ) U = O 
° k 
lo cual implica que 	Llm yk = O donde yk = 2i oxk - T(x ) 
Luego si n =( .k/k 2 1} 	y no = ( Ykik > 1) 
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entonces como x,K  = y, + 1 T(x) 	se tiene que: 
Ro 	71 
C' 	no  + L 	T (xk) / k > 1 
A0 Ao  
luego 	( 	) < 	 ) + 	(xk) / k 1)1 
A0  
entonces 	 ) < 1 	a [T ( n_ 
Ao 
Si suponemos que 	a(n) > O 	entonces: 




lo cual no es posible pués 	Aa 	1. 
Entonces 	e:t( -1) = o 	lo cual indica que existe una 
sub-sucesión de (xk ) k2 1 convergente a un x0 e C con 
11 xo = r. 
Sin pérdida de generalidad asumamos que Lim x k = x o k co 
entonces: 
Roxo - T(x0) = Lím n-1 00 
( A 0xn - T(xn)) = O de (2) 
Es decir 	R x = T(x) con 00 	o  Ao k 1 y II xo n = r lo 
cual contradice la hipótesis. 	Luego 	> O. 
Supongamos ahora que F es un operador como se indica en 
el teorema, y consideremos la retracción r - radial 
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x 	si lxII r 
r 	x, si Hx k r 
II xli 
Es claro que Qr : C 	C es continuo y condensado 
pues Qr es d- Lipschitz con liQr li ot < 1. 
SeaR > r tal que Im(T + F) c CR Définibós el operador 
Ao de CR en CR por: 
A0 (x) = To Qr (x) + Fo 
Entonces Ao es continua y d.- Lipschitz con 
010 	= 	+ F) o QrILj  <11T + F 	Qr 	< 1 
Luego por el teorema 4.1.7 	Ao tiene un punto fijo 
xo E CR. 
Se tiene además que Uxo u < r. 	En efecto supongamos que 
r < Uxo n 	R 	, 	entonces si T = nx U, T )1 	Y 
A0 (x0 ) = T(Qr (x0)) + F (Or (x0)) = T( r  xo) + F( r xo) ( xo n 
-1 	 -1 
	
A0 (x 	= T 	x0) + F( 	.x0) = xo 
Sea z = 	; entonces , 	T(z) + F(z) = 	z 
luego 	F(z) = 	z - T(z) 
p 	F(z) II = U7z - T(z)11 c p 	lo cual no es entonces 
- 69 - 
posible razón por lo cual se tiene que lixo ji < r. 
Y entonces 	T(x0) + F(x0) = xo. 
Un corolario del teorema anterior se obtiene cambiando 
T condensing por T a - Lipschitz con 11T 11 .( < 1. Su verifi-
cación es trivial. 
También se tiene el siguiente corolario. 
Corolario 4.2.7 
Supóngase quer>OyTun operador condensado de Cr en 
C con PTII 01 E 1 y con la propiedad de que, para todo x E C 
con II xli = r implica T(x) 	T x para cualquier -A >1. 
Entonces T tiene un punto fijo en Cr. 
Demostración. 
Basta tomar T 	O. 	r7 
Otros resultados importantes de punto fijos sobre conos 
se obtienen cuando concideramos un operador T asintótico a un 
operador lineal T . Para tal efecto tenemos la siguiente 
definición. 
Definición 4.2.8 
Sea T un operador acotado, es decir que transforma con- 
juntos acotados en conjuntos acotados, T 	C 	X. 
Se dice que T es asintótico a el operador lineal acotado 
	
T' = TI (ce ) 	sobre X si: 
Lira 	IT(x) - T' (x)ii  = O 	para x 	C. 
nx 	ce 	II xli 
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A 	TÁ (c)c ) se le llama derivada de T a través de C. 
Se tiene la siguiente proposici6n: 
Proposici6n 4.2.9 
Bajo el contexto de la definición. Si T es asintótico 
a T' 	entonces T E 2(c , X) y q(T) < 977 1 9 
Demostración. 
Como Llm 	- 	= 0 ,xEC 	entonces existe 
II XII 
R 	> 0 	tal que si II X I( > R entonces 	T(x) - T' (x) II  
II X 11 
para x 	C Y t > O arbitrario. 
< 
Luego 	II T (x) 	- 	TI  (x) 	T (x) - T (x )11 < CUxlí 
O sea 	I T (x)li 	< 	+ U T' (x)_11< 	T I  II II  X11 = E + 	T 
11x II II x 	- 11X 11 
luego 	Lira 	T  (x )1L 	T ' 
x II 	co 	x 11 	- 
es decir 	T e 2(C , X) y q(T) 6 EITI 9 	C7 
Los siguientes lemas facilitarán la demostración de un 
teorema importante sobre punto fijo. 
Lema 4.2.10 
Supóngase que T : C 	a C y T' es la derivada asin- 
t6tica de T. 	Entonces T' : C 	C. 
Demostraci6n. 
Supongamos lo contrario, es decir que existe un z e O, 
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z fi O y T'(z) 	C. 
Como C es cerrado entonces d = d (T' (z), C) 7 O. 
Sea t, O, -entonces tenemos que: 
d(T' (tz), C) = inf 	I T' (tz) -xI/xEC} = inf 	TI  (z) 
I /x C} = t inf 1.111" (z)-1 1 - t x 1/x EC 	= t d ya que 
t-1  C = C. 
Ahora para 
 
, existe R >O tal que: 
   
2114 
T(tz) - T' (tz) i) 	R I tz 1 	para t 1 R 
pero 	U tz 	= 	d 	tZi= dt y por hipótesis T(tz) e C 
2IzI 2 
luego 	d(T'(tz) , C) < dt 	lo cual equivale a 
- 2 
td < dt 	lo cual es contradictorio, pues d 	O, 
- 2 
luego 	T' : C 	C. 	L7 
Lema 4.2.11 
Sup6ngase que T es un operador d. - Lipschitz de C en 
C con derivada asint6tica T'. Si Tjr es la restricción de T' 
a C, entonces fl 	H  
Demostración 
Sea B = T' 	y R = B - T 	entonces: Lím 	 =0 
)(n.o= I x I 
X E C 
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Sea fi un sub - conjunto acotado de C tal que: 
= inf 	JI x 11 / xcfl j >O 
y sea 	= sup 	Ilx II / x en .1 
Como Lira 11R(x)11 = O para x e C 	entonces para / > O 
x Ir 	co 	lixil  
existe r = r( 	) > O 	tal que 	IIR(x)11 < 	flxLI 
para 	x eC y 	x 	r. 
Si A > _r_ y x cn entonces wx >  r  11x11 > r p =r 
pi 
y luego 	\\R(2x)U < 	 < 	A 	= 	_E . 
2a- 	- 2 a 2 
Obsérvese también que para x, y e SI se tiene: 
x) - 	T y) 	x) 	+ 	y)JI < at + 	= Az 
2 
y pasando al sup tenemos que 	[R An1 , s[p.cari )] 
Luego se sigue que: 
Act[B n, 	= e( 	(2_0 	= 	[(T + R) 	_Oil 	CLET ( 
(Ar)_ 
iAl_B (n..)] 	11T 	_n 	= a1  T 	c(p.) + 
entonces: 	{.B (n)] .‘ (1T II • el(n, ) + 	para todo Z, > O. 
luego: 	&CR 	 d. 	). 
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N6tece además que: 
SUB (c 11B II S (C g) 4 2 II BUZ puesto que 
para x,y G C1 , 1S(x) - B(y) U = 1B(X - y)U CB lix - yU 
para 	>0. 
Ahora si fi es un sub-conjunto acotado de C y 	>0 
si 	ni= lx fl / 11x11 < t/y n.2= tx Gn 
entonces: 
cl 	±-1 
	ck[pc niu n2)] = 	u B cn 2)1 
max 
a.[B(n )]  3 a- B(n2)1} 
luego 	dIS n 
	
max 	2 II S II , II T d 01 n ) 
Como ésto es válido para todo t > O entonces se concluye que: 
oldPurl 
	
121 d 	) para todo fl CC acotado. 
Luego 	II S 	< IIT 
	 r7 
Teorema 4.2.12 
Supóngase que T es un operador d - Lipschitz de C en 
C con liTu ct < 1. Si T es asintótico al operador lineal 
acotado T', y si T' no tiene vectores propios positivos 
correspondiente a un autovalor mayor o igual a 1, es decir 
z > O, y A > 1 entonces T'  (z) 	X z. 
Entonces T tiene un punto fijo en C. 
Demostración 
Sea To la restricción de T' a C. Por el lema anterior 
tenemos que UT0(1 1 	OT 	< 1. Y por hipótesis se tiene que; 
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T0 (z) 	luz para z e C con OzH = 1 y A>1. Por otro lado 
si 	= inf 	1) Az - To (z))) / z e C , 	zt = 1 y 	A>1) 
entonces' 	> o por el teorema 4.2.5. 
Como 	Llm 	fiT(x) - T0 (x)fi = 0 	para x e n 
Ixlt 
entonces existe r > O 	tal que si x e O con lx)) >r 
se tiene: 	II T(x) - T0 (x) n<  	xjr 
2 (*) 
	
Ahora siendo que To (r-i 	= r-1  T0 (w) para w e C 
tenemos: 
ftlaw-To (w);¡ /w e C, w = r, 	1 
- T0 (r-1w)11 / w E C, Hw fi = r, AH 
= r {gAz - T0 (z)II /z EC, Uztl = 1, A 2 1] 
donde z = 	y entonces II zn = hr-lw fi= r-1  II w II = 1 
luego inf {11 Aw - To (w)n / w e C r hw 11 = r, A >1} = r 
Entonces si Ro(x) 	T(x) - T0 (x) se tiene que 
lillo (x) II = U T(x) - To (x)il < 	5 	. r 
para todo x CC y xfi = r según (*) Es decir 20 es acotado. 
Mas aún To + Ro es la restricción de T a Cr . 
Luego fiTo + R0 ll 2z 5 IITfi c/ ¿ 1, entonces por el teorema 
4.2.5 existeun z E Cr tal que: 
To (z) + Ro (z) = z 
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y entonces 	T0 (z) + T(z) - T0 (2) = 2 
T (z) = z 
Corolario 4.2.13 
Bajo las hipotésis del teorema anterior tenemos que 
Im (I - T) D C. 
Demostración. 
SeaweCydefinése la aplicación T por T(x) = T(x)+w 
Entonces: 
	
IlTw (x) - 	= Pr(x) + w - 	1T(x) - 	+ Iwil 
x 	 x 1 	slxV, 
y como T es asintótico a T' tenemos que: 
Lía) 	nTw (x) - T' (x) 	= O 
lipth tifl 
para x e C, luego Tw es asintótico a T' y por el teorema 
anterior, existe 2 	C tal que: T(2) + w = 2, es decir 
w = 2 - T(z) o sea w e im (T - T). 	LJ 
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4.3 	CASO ESPECIAL DE OPERADORES. 
En ésta sección queremos resolver el siguiente problema: 
Supongamos que r es un sub-conjunto cerrado acotado y 
convexo de un espacio X de Banach, Q un operador Q : 	Y 
Y espacio de Banach. 	Si G 	P x Q( r ) 	r 	nuestro 
problema es la respuesta a la siguiente pregunta: 
¿Bajo qué condiciones la función H, definida por H(x)=S(x,Q(x)) 
es d- k - Lipschitz? 
Para responder a ésta pregunta, primeramente considere-
mos el siguiente lema. 
Lema 4.3.1 
Supongamos que X es un espacio normado y Z es un sub-
conjunto totalmente acotado de un espacio normado Y. 
Si 	G:Xx2 	• X es continua y satisface las siguien- 
tes condiciones: 
( i) 	O( • , Y) es 	K - Lipschitz 	(O s Kc 	) en X, 
para todo y e Z; 
(ii) 	Para todo E C X, acotado y para x e B, 
G(x,.) es uniformemente continua en Z, uniformemen-
te con respecto a x en B. 
Entonces: 01.[ u G(B,y)] 5 K (B). y E Z 
Demostración. 
Por la condición (ii) para cada x E B, G(x, • ) es 
uniformemente continua en Z. Es decir: 
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V >o, 3 S> O tal que 1 yi  - y2 n < g c=1> UG(x,y1)-G(x,y2 )11 
< 
Además por la misma condición podemos escoger 8 independien- 
te de x. 
Como Z es totalmente acotado entonces podemos dividir Z 
en un número finito de sub-conjunto Z. 1 <1 < k 	cada uno 
de ellos con diámetro 
Para un elemento zi 	Zi  arbitrario, por (i) tenemos: 
eLl_G (B,z 	 cÉ (13) 
Entonces para / > O existe un cubrimiento finito. 
	 A' e(i)1 	de G(B 	z i) con diametro ¿ K (B)+ 3 
Consideremos ahora los conjuntos 	E 	 j c 2(i) 3 3 
1 <i <k. 	Tenemos que para todo 	Y j 
Diam   (Afi < diam Ai + 2/  
3 	 3 
< k 01,(B) + / + 2 	= k cl(B) + 
—3 	3 
En primer lugar observemos que: G(Bx Z) = 	j 0(53 , Y) 
y€Z 
Afirmamos que 
{ N  
: 	1 5i k 
(A JA 
3 	1 	j < 
es un 
cubrimiento finito de GIS x Z). 
En efecto parabeBy zEZ , tenemos que existe 
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1 	tal que 	z E Zi  , luego 	n G(b,z )—Gcb,z i)il < 
-3- 
pues diam si  < S 
Como G(b, zi) E G(B, zi) y siendo que Wi 	1 j  6 (i) 
es  un cubrimiento de G(B, zi), se sigue que 
G(b 
	
z ) e N t 	(111- ) ,  
-!- 
para algún j, 	1  j < Qw  
Esto muestra que: 
ck. G(B x Z)] 	< 	K .ol(B) 
6 equivalentemente: 
G(B , y)] 	< 	K • ol(B). 	o 
YE 
Teorema 4.3.2 
Supongamos que r es un sub-conjunto cerrado, acotado Y 
convexo de un espacio normado X y Q un operador de r en un 
espacio normado Y. 	Supongamos además que 
G 	Ex 4(E ) 	P r 	es continua y satisface las siguientes 
condiciones: 
I) 	G • , y) es 	ck- k'- Lipschitz (O 	cm) para todo 
Y E 4( r ) 
(ji) 	G(x,-) es uniformemente continua en Q( r ), uniforme- 
mente con respecto a x en r . 
(iii) Q es completamente continua. 
Entonces la función H definida por H(x) = G(x,Q(x)) es 
- k - Lipschitz. 
Demostración. 
Sea BC P 	por (iii) 	Q (B) es compacto. 
Por el Lema tenemos entonces que: 
dG(Bx 	 k cl(B) 
Como 	G(x,Q(x)) / x e B) 	C 	G(B x Q(B)) 
Se sigue que: 	49(B x Q(B))] < aCG(B x 
oi[B(B)] 5 cliG(B x 071F)2 	t . d(B) . 	P7  
Corolario 4.3.3 
Bajo las hipótesis del teorema anterior si X , Y son 
espacios de Banach, y 05k c 1. Supóngase también que 	es 
un sub-conjunto cerrado, acotado y convexo de X tal que 
G : 	P *O( P ) 	r P 	Entonces G(x,Q(x)) = x tiene 
solución en r . 
Demostración. 
Por el teorema anterior H(x) = G(x, Q(x)) es 
k - Lipschitz. Entonces por el teorema del punto fijo de 
Sadovskii H(x) = G(x,Q(x)) tiene solución. 
Corolario 4.3.4 
Bajo las hipótesis del teorema anterior si O <k <1. Y 
también r es un sub-conjunto cerrado acotado y convexo de X, 
espacio normado, tal que 
dondeQ:r---. Y 
Y espacio normado. 	Entonces el conjunto 
S = lx E r / G(x , q) = x ) para algún q 	0( 
es compacto. 
Demostración. 
Afirmamos que S escerrado. En efecto para 
y E 1 3I 31n n>c s 	tal que xn S  
p 
Y 
Pero como qn 	Q( 	) 
tal que 	g(xn , qn) = xn  
Siendo 	Q( P ) compacto, podemos asumir que existe un 
qo E Q( P ) tal que qn ---
Entonces tenemos que: 
y = Lim xn = Lim G(xn , qn) = G(Y 	go) n-1,00 
continuidad de G    y e S. 




	 X Q( f' ))1 
	
k 	(S) 
Como k < 1 	p cl,(s) = o =E=#0,- 1 = S es compacto. 
Concluimos que S 	por el corolario anterior. 
Teorema 4.3.5 
	
Sean X,Yespacios normadosy 	 Y 	un 
operador. Supongase que tenemos una aplicaciin G:Xx0(X)-. X 
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continua. Y se satisfacen las siguientes condiciones: 
( i) G( • , y) es 01- kl  - Lipschitz en X, para todo yE 
Q(X). 
( ii) VHcX acotado,yparaxGB,y1 	y2 EQ(H) 
se tiene: 
"(x 	11 ) 	G(x ' Y2)I  < 	Y2 I  
Q es 	k 2 - Lipschitz. 
Entonces: 	G(x,Q(x)) = H(x) 	es 	B(.- ki  + 2 k2 - Lipschitz. 
Demostración. 
Para B C X acotado, debemos probar que 
H(H) 	[ G(x,Q(x)) / x G B} 	podemos cubrirlo por un número 
finito de conjuntos con diámetros 5 (k1  + 2 k 2 ) eL (B) + 
para 	> O arbitrario. 
Siendo Q 	- k2 - Lipschitciana, entonces para 
> O existe 	[ C 	 ( 1 Ck 	cubrimiento finito de Q(B) 
con diam Gi 5 k 2 	+ g 	, 	1  ci 	k. 
Para cada i, seleccionemos un elemento ci  e Ci  
arbitrario. 
Por la condición (i) se da que: 
[GCE, oil] 	< ki 	(E) . 
Luego existe 	lAi 	A1-e(i)3 1 	un cubrimiento finito de 
G (B , ci) con diam Aji < kl 	(B) + 5 	, 	s.j < e(i) para 
> O arbitrario. 
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Consideremos el conjunto 	7,(A11-) 	Yce (i) 
dondd 7‘.= ,k2 el (B) + ? 	Entonces: 
id am N -N A.) < diam A. + 22 
S k 	sl(B) + 	+ 2 k2 • s1 (B) + 2g 
< (k1  + 2 k2 ) á- (B) + ( 5 + 2 g ) 
Sean bEB yQ(b)C Q(B). 
Como 	Ci  ,	 Ck 	es un cubrimiento de Q (B) 
c==> 2 : Q(b) Cci 	luego: 
11Q(b)-Cill<diamC.5_ k2 el (B) + q 	Por (ii) 
tenemos entonces que: 
nG(b, Q(b)) - G(b, ci) U 	< k2 61,(B) + q 
siendo que G(b, c ) E G(B, ci) 	entonces: 
G(b, Q(b)) 	C 	(A t) 	para algún j, 	1 <j 	e(i) 
O sea 	1 N 7( (A2) 3 	es un cubrimiento finito 1 s i <k3 
j 
de 	[G(x, Q(x)) / x e 13) 
	13» (31, [ B 	= 	01, 	G(x ,"Q x ) /x e B 11 	< (k1  + 2 k2) 01(B). o 
Corolario 4.3.6 
En adición alteorema anterior, si X 	Y son espacios 
de Banach. Si suponemos además que r es un sub-conjunto de 
X cerrado, acotado y convexo, tal que: 
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O: 	rxQ(P) 	r 
y que 	0 S ki  + 2 k2 < 1 	con kl  > O ; k2 > O 
Entonces 	G(x,(3(x)) = x 	tiene solución en 7 . 
Demostración. 
Por el teorema anterior H(x) = G(x,Q(x)) es 
cl - k1 + 2 k - Lipschiciana. 2 Siendo O kl  + 2 k2 c 1 
entonces por el teorema de punto fijo de Sadavskii la ecua- 
ción: x = G (x, (3(x)) tiene solución en 	E . 	í / 
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CONCLUSIONFS 
Como resultado de mi experiencia en el estudio de los 
distintos temas vistos en esta tesis, queremos concluir ano-
tando lo siguiente: 
1. Tal como hemos visto la medida de no-compacidad consti-
tuye una herramienta de gran utilidad para investigar 
si un conjunto acotado es relativamente compacto o no. 
Para el caso de una sucesión acotada (xn)nal como se 
ha visto, si ciIxn1 = 0 	-1)-(xn)1111 admite sub-sucesión 
convergente, ha sido de gran utilidad. 
2. La medida de no- compacidad constituye, aparte de las 
técnicas tradicionales: contractivas, compacta y monó-
tono, una excelente herramienta en el estudio de punto 
fijo para operadores no necesariamente lineales. 
3. Sobre los operadores NI- demicompactos introducidos en 
los capítulos 2 y 3, se plantean una serie de interro-
gantes para seguir investigando, por ejemplo: 
a) ¿Bajo qué condiciones un operador Zn- demicompac-
to es continuo? 
b) El teorema de punto fijo de Sadovskii nos dice 
que todo operador condensado que reuna ciertas 
condiciones sobre su conjunto donde se define, 
admite punto fijo. Y por la proposición 3.1 todo 
operador condensado es NI- demicomnacto. Natu- 
ralmente uno se pregunta. 	¿Bajo qué condiciones, 
aparte de la de ser condensado, un operador an-
demicompacto admite punto fijo? 
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APENDICE 
1. Conjunto acotado: 
Un conjunto A de un espacio metrico es acotado si, 
sup {d(x, y) / x, y L A) 	es finito. 
2. Espacio acotado: 
Es un espacio métrico de diámetro finito. 
3. Espacio compacto: 
Es un espacio métrico en el que de toda sucesión de 
puntos Pl,  P2 	 puede extraerse una subsucesión 
convergente hacia algún punto p del espacio. 
4. Espacio completo: 
Un espacio métrico es completo si en él toda sucesión 
de Cauchy pn es convergente. Existe, pues, en ese 
espacio un punto p tal que hm Pn = P' 
5. Espacio totalmente acotado: 
Para todo 	, ese espacio es la unión de un número 
finito de conjuntos de diámetro menor que 7„, . 
6. Cápsula convexa (pág. 11) 
7. Clausura convexa (pág. 11) 
8. Medida de no compacidad (pág. 1) 
9. Medida de no compacidad bola (pág. 20) 
11. Operadores con punto fijo (pág.40) 
11. Operadores compactos (pág. 21) 
12. Operadores el- k - Lipschitz (pág. 21) 
13. Operadores condensados (pág 28) 
14. Operadores demi-compactos (pág. 28) 
15. Operadores An - demicompactos (pág. 28) 
16. Principio de operador contractivo (pág. 40) 
17. Teorema de punto fijo de Brouwer (pág 49) 
18. Teorema de punto fijo de Schauder (pág. 55) 
19. Operador 0(- Lipschitz (pág. 62) 
20. Operadora acotado (pág. 69) 
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